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Uklon nosilca z začetno ukrivljenostjo in
nepopolnim vpetjem
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Blaž Kurent
Mentor: doc. dr. Miha Brojan, univ. dipl. inž. str.
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za izdelavo zaključnih del, kar pomeni, da sem:
- poskrbel, da so dela in mnenja drugih avtorjev oziroma avtoric, ki jih uporabljam
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Nosilca, ki je idealno vpet, idealno obremenjen in idealne geometrije v praktičnih apli-
kacijah ne moremo pričakovati. Imperfekcije, pa čeprav majhne, lahko povzročijo pre-
ceǰsnje odstopanje od teorije, ki opisuje idealen nosilec. V tej diplomski nalogi pred-
stavimo napravo za preizkušanje vpliva različnih imperfekcij vpetja in obremenitve na
odziv osno obremenjenega nosilca. Problem si najprej ogledamo z analitičnega vidika.
Začnemo z eksaktno diferencialno enačbo upogibnice ukrivljenega nosilca, ki je izpe-
ljana po teoriji 3. reda za velike premike ter iz nje izpeljemo enačbo upogibnice po
teoriji 2. reda za majhne premike. Nato uporabimo eksperimentalno napravo, s katero
preizkušamo vpliv začetne ukrivljenosti nosilca ter ekscentričnost vpetja pri uklonu.












Beam with ideal support, ideal geometry and ideally loaded cannot be expected in real
engineering applications. Imperfections, though small, may cause substantial deviation
from the theory, which describes ideal beams. In this diploma thesis, we present
experimental apparatus for testing effects of different support and load imperfections
on the response of axially loaded beam. The problem is first approached analytically
with the derivation of the deflection equation of initially curved beam according to the
exact and linearized theories. We use our experimental apparatus and test the effect of
initial curvature and eccentric application of the load. The results of the measurements
at the test site are compared with the results of theoretical calculations.
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a0 mm amplituda začetne ukrivljenosti
E MPa modul elastičnosti
Ef MPa efektivni modul elastični
e mm ekscentričnost
f0 mm začetni poves
I mm4 vztrajnostni moment prereza
kF,f N/mm naklon premice na grafu F (f)
L mm dolžina
M Nmm moment
n / faktor vpetja
P N sila
Pcr N kritična sila




π razmerje med površino in premerom kroga
ρ m radij ukrivljenosti
ρ0 m začetni radij ukrivljenosti







Zmanǰsevanje mase izdelka je kompleksna naloga, s katero se pogosto sooča konstruk-
ter. Ponavadi so razlogi za to ekonomski, pa naj bo to neposredno zaradi nižjih ma-
terialnih stroškov ali stroškov obdelave ali pa malo bolj prikritih stroškov transporta
in skladǐsčenja. Prav tako lahko nižja masa prispeva k ceneǰsi in trajnostni uporabi
izdelka. To je ob vse bolj ostrih zahtevah o izpustih avtomobilov še kako pomem-
ben in aktualen problem v avtomobilski industriji, medtem ko je v letalski in vesoljski
industriji aktualen že od samega začetka.
Slika 1.1: Kroglica v nestabilnem
stanju na vrhu hriba.
Uporaba vitke strukture, katere pogost primer je
preoblikovana pločevina, lahko izjemno prispeva
k zmanǰsanju mase končnega izdelka, vendar pa
prinese nekatere dodatne omejitve. Poleg di-
menzioniranja na dopustno napetost je potrebno
pri oblikovanju izdelka upoštevati tudi nevarnost
uklona. Pojavi se v obliki večjih nenadnih de-
formacij tlačno obremenjenih vitkih struktur pri
napetostih, ki so lahko dosti nižje od dopustnih.
Upogibni uklon je primer t.i. stabilnostnih pro-
blemov, ki jih Jones [1] predstavi z enostavnim
primerom kroglice na vrhu hribu. Kroglica je si-
cer v ravnovesju, zato bo stala na mestu, vendar
pa se bo odkotalila po hribu navzdol takoj, ko bo
na kroglico delovala še tako majhna motnja. Ustavila se bo šele, ko pride v naslednje
ravnovesje v dolino pod hribom. Po delovanju relativno majhnih motenj v novem rav-
novesnem stanju, se bo kroglica vedno vrnila v to stanje. V tem enostavnem primeru
ravnovesna lega na hribu predstavlja nestabilno stanje, saj ga kroglica zapusti že ob
manǰsi motnji, medtem ko manǰse motnje v dolini kroglico sicer zmotijo iz ravnove-
sne lege, vendar se vanjo vedno vrne. Dolina tako predstavlja stabilno stanje, ki je v
primerjavi s hribom na nižjem energijskem nivoju.
Podobno velja za uklon vitkega nosilca pri obremenjevanju z osno tlačno silo. V idealnih
razmerah, bo na začetku, pri dovolj majhnih obremenitvah, ta še vedno popolnoma
raven. Pri postopnem povečevanju obremenitve pa tlačna sila P preseže neko kritično
1
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vrednost. Takrat bo nosilec prešel v nestabilno stanje, iz katerega ga izmakne vsaka,
še tako majhna motnja (prehodna obremenitev) v prečni smeri. Pravimo, da je nosilec
preskočil iz nestabilnega v stabilno ravnovesno stanje, t.j. da se je zgodil uklon.
Pri obravnavanju uklona nas ponavadi zanima kritična sila, nad katero bo raven nosilec
v nestabilnem stanju, včasih pa tudi geometrija uklonjenega nosilca. Slednje je kot del
širšega problema, imenovanega elastica, tema vročih razprav, ki jih v poenostavljeni
kronologiji ”The elastica: a mathematical history”predstavi Levien [2].
Želja matematikov v 17. stoletju je bila ugotoviti, katere oblike lahko tanek trak
elastičnega materiala zavzame ob določenih robnih pogojih. S problemom se je prvi
natančneje začel ukvarjati James Bernoulli, ko je leta 1691 opisal problem fiksno vpe-
tega nosilca z enim prostim koncem ter osno obremenitvijo. Sam je do leta 1694 delno
rešil zastavljen problem ter predložil diferencialno enačbo, ki opǐse krivuljo za specifičen
primer. Kasneje je njegov nečak Daniel ugotovil, da rešitev velja za splošen primer ter
predlagal variacijsko metodo za rešitev problema. Leta 1744 je Euler dodelal teorijo,
ki so jo začeli Bernoulliji, ter ovrednotil različne primere elastice. Njegova rešitev ima
veliko pomembnost še danes.
Kar pa je v večini strojnǐskih aplikacijah bolj pomembno, je Euler poleg oblike elastice
izpeljal tudi kritično uklonsko silo. To lahko za raven, homogen, centrično obremenjen






Pri tem je E elastični modul, I drugi glavni vztrajnostni moment prereza, L dolžina
nosilca ter n faktor vpetja, odvisen od tipa podpor.
V praksi je ta sila praktično vedno mnogo večja od izmerjene oz. tiste, ki jo kon-
strukciski element lahko prenese, saj že manǰsa odstopanja od idealnih predpostavk,
pomenijo precej nižjo kritično silo. Iz tega razloga so se v stoletjih do danes pojavile
mnoge nove teorije, ki upoštevajo tudi vpliv različnih imperfekcij. Med drugim tudi
začetno ukrivljenost in ekscentričnost obremenitve, ki ju obravnavamo v nadaljevanju.
1.2. Cilji naloge
Namen diplomske naloge je podrobneje razumeti vpliv začetne ukrivljenosti in ekscen-
tričnosti delovanja sile na mehanski odziv tlačno obremenjenega nosilca. Na podlagi
teoretičnih ugotovitev naj se izdela preizkuševalǐsče, s katerim se lahko kontrolirano si-
mulira uklon in vpliv imperfekcij. Pri načrtovanju vsake od funkcij naprave je potrebno
paziti na dejstvo, da so stabilnostni problemi zelo občutljivi na kakršnekoli motnje, kar
lahko precej vpliva na rezultate meritev.
Ko je naprava izdelana, je potrebno ovrednotiti njeno delovanje ter opraviti na njej
meritve. Izmerjene rezultate se nato primerja s teoretičnimi izračuni različnih pristo-
pov.
2. Teoretične osnove in pregled li-
terature
Pri izpeljavi enačb uklonjenega nosilca bomo uporabljali kartezični in t.i. naravni ko-
ordinatni sistem. V naravnem koordinatnem sistemu teče krivočrtna os s po ukrivljeni




, kjer θ(s) predstavlja naklonski






Slika 2.1: Kartezične in krivočrtne koordinate.
2.1. Definicija ukrivljenosti
Ukrivljenost, ki jo označimo s κ, nam pove, koliko krivulja v določeni točki odstopa
od ravnosti. Pri definiciji ukrivljenosti v ravnini si pomagamo s krožnico. Predposta-
vimo, da lahko poljuben, dovolj majhen odsek krivulje nadomestimo s krožnim lokom
določenega radija. Ta radij definira ukrivljenost, imenujemo ga pa radij ukrivljenosti






Za dolžino krožnega loka drži:






















Slika 2.2: Prikaz definicije ukrivljenosti.
Izpeljano enačbo sedaj prevedimo na kartezični koordinati sistem. Pri povezavi si lahko





































Za izračun prvega člena iz enačbe 2.3 nastavimo Pitagorov izrek s pomočjo slike 2.3.

























Slika 2.3: Povezava ds in θ z osema kartezičnega koordinatnega sistema.
















V primeru majhnih premikov, ko drži y′  1 in x ≈ s, lahko poenostavimo:
κ ≈ y′′(x) ≈ y′′(s) = θ′(s) = 1
ρ
(2.6)
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2.2. Uklon idealnega nosilca
Idealno raven nosilec obremenimo. V deformiranem stanju nosilca izrežemo majhen




F s ¢sy( + )
F s ¢sx( + )









Slika 2.4: Uklonjen nosilec.
∑
M = 0 :































M ′(s)− Fx(s) sin θ(s) + Fy(s) cos θ(s) = 0 (2.7)
Poglejmo primer enostavnega uklonjenega nosilca, ki je obojestransko členkasto podprt
in obremenjen z osno tlačno silo, slika 2.5.
Za ta primer zapǐsemo ravnovesno enačbo 2.7 takole:
M ′(s) + P sin θ(s) = 0













Z upoštevanjem definicije ukrivljenosti 2.2 lahko zapǐsemo:
M = EIzθ
′(s) (2.9)
Ravnovesna enačba dobi obliko:
EIθ′′(s) + P sin θ(s) = 0 (2.10)
θ′′(s) = − P
EIz
sin θ(s)
Če pǐsemo k2 = P
EIz
, potem



















Vpeljemo novo spremenljivko u = dθ
ds















= k2cosθ(s) + C
1
2
θ′(s)2 = k2 cos θ(s) + C
Za obravnavan primer lahko zapǐsemo dva robna pogoja:
1. θ(s = 0) = θ0
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2. M(s = 0) = 0 iz enačbe 2.9 sledi θ′(s = 0) = 0
Ob uporabi robnih pogojev lahko zapǐsemo:
1
2
(0)2 = k2 cos θ0 + C ⇒ C = −k2 cos θ0
1
2
θ′(s)2 = k2 cos θ(s)− k2 cos θ0





cos θ(s)− cos θ0























cos θ − cos θ0
= L







cos θ − cos θ0
= L
Iz izreka za dvojni kot sledi:



























































; θ0 6= 0, p = sin
θ0
2
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Odvajajmo zgornjo enačbo.




























p2 − p2 sin2 Φ = p
√
1− sin2 Φ = p
√
cos2 Φ = p · cos Φ
Meje integrala z novo spremenljivko so:
θ = 0 → sin Φ = 0 → Φ = 0
θ = θ0 → sin Φ = 1 → Φ =
π
2
Enačbo 2.11 zapǐsemo z novo spremenljivko:∫ π
2
0
2p · cos Φ
k
√








1− p2 sin2 Φ
= L
























Ta enačba opisuje relacijo med osno silo in zasukom v podpori za poljubno velike
premike v nadkritičnem stanju [3].
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Slika 2.6: Nosilec z začetno ukrivljenostjo z amplitudo imperfekcije a0.
Za opis realne situacije predpostavka, da je nosilec idealno raven, ne zadošča vedno.
Za primer vzemimo nosilec z začetno sinusno ukrivljenostjo, ki je prikazan na sliki 2.6.










Ravnovesna strižna diferencialna enačba po teoriji 3. reda za nosilec z začetno ukri-
vljenostjo je tako:
EIθ′′(s)− EIθ′′0(s) + P sin θ(s) = 0. (2.14)
Z enačbo 2.14 lahko numerično izračunamo odziv nosilca na osno obremenitev (ana-
litične rešitve nismo našli). Enačbo lineariziramo:
EIzv
′′(x) + P (v(x) + v0(x)) = 0 (2.15)
Začetno ukrivljenost predpostavimo v obliki sinusnega vala:















Konstantni člen lahko zamenjamo za k2 = P
EIz
v′′(x) + k2v(x) = −k2a0 · sin
πx
L
Splošno rešitev linearne diferencialne enačbe drugega reda dobimo kot vsoto homogene
in partikularne rešitve.
vs = vh + vp
2.3. Uklon nosilca z začetno ukrivljenostjo 11
Homogena rešitev diferencialne enačbe je linearna kombinacije dveh neodvisnih rešitev.
Tako cos(kx) kot sin(kx) rešita homogeno diferencialno enačbo, zato je homogena
rešitev:
vh = A sin(kx) +B cos(kx)
Partikularno rešitev najdemo z nastavkom:











Dobimo splošno rešitev, v katero vstavimo robne pogoje.









1. v(0) = 0 ⇒ v(0) = B = 0
2. v(L) = 0 ⇒ v(L) = A sin(kL) = 0
(a) Če A 6= 0
sin(kL) = 0














Robni pogoj bi veljal samo pri določeni vrednosti sile.






















Izpeljali smo enačbo upogibnice za nosilec z začetno ukrivljenostjo v0(x).






















Slika 2.7: Graf sile P v odvisnosti od pomika δ.
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Slika 2.8: Tlačno obremenjen nosilec z ekscentričnim vpetjem.
Izpeljava v primeru uklona ravnega nosilca z ekscentričnim vpetjem, kot je prikazano
na sliki 2.8, je podobna primeru začetno ukrivljenega nosilca. Diferencialna enačba
je praktično enaka enačbi 2.15, pri njenem reševanju pa upoštevamo primeren robni
pogoj. Rešitev diferencialne enačbe za upogibnico zapǐsemo kot:









kjer je k2 = P
EI
. Napǐsemo še prvi in drugi odvod:














Za določitev konstant upoštevamo robne pogoje:
1. y(0) = 0 ⇒ C4 = −C1
2. y′′(0) = −Pe
EI
⇒ C1 = e
3. y(L) = 0 ⇒ e cos(kL) + C2 sin(kL) + C3L− e = 0
4. y′′(L) = −Pe
EI
⇒ C2 = e1−cos(kL)sin(kL)














































Zaradi občutljivosti stabilnostnih problemov na še tako majhne motnje je potrebno me-
ritve opraviti v skrbno kontroliranih pogojih. Za ta namen smo izdelali preizkuševalǐsče,
ki to omogoča. Osredotočili smo se na začetno ukrivljenost nosilca ter na ekscentričnost
vpetja.
3.1. Opis naprave
Preizkuševalǐsče, ki je prikazano na sliki 3.1, je sestavljeno iz ogrodja, pomičnega dela
ter podajalnega sistema. Nosilec pritrdimo v vpenjalni celici, od katerih je ena pritr-
jena na ogrodje druga pa na pomični del. Pozicijo pomičnega dela zagotavlja trapezno
navojno vreteno, ki ga poganjamo z ročičnim kolesom, prikazanim na sliki 3.3. Z nadzi-
ranjem pomika dosežemo osno obremenitev, ki jo merimo z merilno celico. Nameščena
je med vpenjalno celico ter navojnim vretenom. Da dosežemo kar se da točen poda-
tek osne obremenitve, je potrebno zagotoviti minimalne zasuke pomičnega dela. To
Slika 3.1: Uklonsko preizkuševalǐsče.
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Slika 3.2: Vpenjalo z nastavljivo
ekscentričnostjo v x in y smeri.
Slika 3.3: Ročično kolo
s skalo za zasuk.
delno dosežemo s samo razporeditvijo elementov, ki prenašajo obremenitev. Nosilec,
merilna celica in navojno vreteno so postavljeni v eno linijo, tako da obremenitev, ki
jo prenašajo, ne ustvarja momentov na merilno celico, kar bi sicer prispevalo k večji
merilni negotovosti. Minimalne momente, ki pa kljub linijski postavitvi morebiti na-
stanejo, pa na račun nekoliko večjega trenja prevzamejo linearni kroglični ležaji.
Pri vpenjanju nosilca v vpenjalne celice lahko izberemo tip podpore, ki ga želimo
simulirati. Členkasto podporo omogoča osnovna konfiguracija, ki zaradi uležajenja
vpenjala v vpenjalno celico dopušča prosto rotacijo. Z vijaki na zgornji strani vpenjalne
celice pa je mogoče rotacijo omejiti, s čimer zagotovimo konzolno vpetje. Tip podpore
za vsako stran določimo posebej.
Vpenjalna celica prav tako omogoča nastavitev ekscentričnosti vpetja v vzdolžni smeri
obremenjevanja za ±10 mm ter hkrati v prečni smeri za ±15 mm. Sistem za nastavlja-
nje ekscentričnosti je prikazan na sliki 3.2.
Naprava lahko meri nosilce do maksimalne dolžine 600 mm in širine 40 mm, najkraǰsa
razdalja med podporama pa je 120 mm. Meri se lahko tanke nosilce do debeline nekaj
milimetrov, pri čemer je potrebno upoštevati maksimalno silo 1,4 kN. V različnih meril-
nih območjih se lahko za večjo natančnost meritve zamenja merilno celico. Maksimalni
prečni pomik, ki ga na napravi v tej konfiguraciji lahko pomerimo, je 150 mm.
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Slika 3.4: Skala za merjenje
prečnega premika.
Slika 3.5: Skala za merjenje
odklonskega kota.
3.2. Postopek meritve
Pred samo meritvijo na uklonskem preizkuševalǐsču je potrebno natančno popisati la-
stnosti vzorca, ker se med meritvijo lahko plastično deformira. Izmeri se geometrijske
lastnosti, kot so debelina, širina in ukrivljenost nosilca ter efektivni elastični modul.
Slednjega namesto z nateznim preizkusom dobimo s tritočkovnim upogibnim testom,
saj na ta način upoštevamo še geometrijo ukrivljenega nosilca in dobimo bolj relevan-
ten rezultat v primeru površinsko obdelanega vzorca. Test, ki ga prikazuje slika 3.7















Iz podatkov trgalne naprave izrǐsemo graf F (f) ter izvedemo linearno regresijo. Naklon












Slika 3.6: Začetna ukrivljenost pri
nosilcu, katerega nevtralna os leži na
krožnici.
Enačba 3.1 in tudi nadaljnja izpeljava efek-
tivnega modula elastičnosti velja pri nosil-
cih z majhno začetno ukrivljenostjo f0  L
[4]. Iz tega sledi, da bo Eef dobljen iz
konkavne kot tudi konveksne strani nosilca
enak. Kljub temu opravimo meritev z obeh
strani nosilca za določitev njegove začetne
ukrivljenosti. To dosežemo s pomočjo po-
zicije merilnika pomika na trgalnem stroju
Zwick ob prvem kontaktu s konveksno oz.
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konkavno stranjo nosilca. Pozicija merilnika ob prvem kontaktu s konveksno stra-
njo nosilca bo za dve amplitudi začetne ukrivljenosti večja od pozicije ob kontaktu
s konkavno stranjo. Razlika med pozicijama merilnika ob prvem kontaktu nosilca z
nasprotnih strani predstavlja dvojno vrednost amplitude začetne ukrivljenosti nosilca.
Na grafu meritev prvi kontakt določimo kot presečǐsče abscisne osi s premico, ki se naj-
bolj prilega ravnemu segmentu grafa. To naredimo za obe orientaciji nosilca, razliko




Ob predpostavki, da nevtralna os nosilca leži na krožnici, lahko za krožni odsek vǐsine
f0 zapǐsemo Pitagorov izrek nanašajoč se na sliko 3.6
ρ20 = (ρ0 − f0)2 + (L2 )
2
Izpeljemo enačbo za določitev radija ukrivljenosti iz začetnega povesa in dolžine nosilca:
ρ0 =










Ko so določene geometrijske in materialne lastnosti, je potrebno uklonsko preizkuševalǐsče
pripraviti. Najprej se s pomočjo kljunastega merila natančno nastavi ekscentričnost
obeh vpetji v prečni in vzdolžni smeri. Še tako majhno odstopanje od želene pozicije
lahko precej vpliva na odziv nosilca. Za vsako vpetje nastavimo tip podpore, ki ga
Slika 3.7: Tritočkovni upogibni test.
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želimo simulirati. Za členkasto podporo rotacijo omogočimo, za konzolno pa omejimo.
Nazadnje vstavimo nosilec, ter pomerimo razdaljo med vpetjema.
Pred začetkom obremenjevanje je potrebno v programu, ki sem ga napisal za enostav-
neǰsi zajem podatkov, nastaviti silo merilne celice na nič. Nato se začne postopoma
obremenjevati nosilec s privijanjem ročičnega kolesa. Zasuk se s skalo, prikazano na
sliki 3.3, lahko meri na 1◦ natančno. Izmerjen korak navojnega vretena je 3,96 mm
(imenski korak je 4 mm), kar pomeni, da lahko linearni pomik nadziramo s korakom
11µm. Na začetku meritve sila hitro naraste že pri majhnem pomiku, zato je potrebno
zajeti podatke pri vsakem koraku, medtem ko je kasneje potreba vedno manǰsa pogo-
stost zajemanja. Poleg linearnega pomika in sile se izmeri tudi prečni pomik s pomočjo
kotnika in skale z resolucijo 0,5 mm. Vpenjalna celica pa omogoča še merjenje odklon-
skega kota z resolucijo 1◦. Priprava za merjenje prečnega premika je prikazana na sliki
3.4, za odklonski kot pa na sliki 3.5.
Teoretične izpeljave so predpostavljale, da členkaste podpore ne prenašajo momenta
ter da pomična členkasta podpora omogoča linearen pomik brez trenja. V napravi so
za približek teh pogojev uporabljeni kroglični ležaji, ki vseeno povzročajo nekaj trenja.
Da preverimo kako velik je ta vpliv, opravimo prvo meritev v smeri obremenjevanja in
razbremenjevanja. Pred vsakim branjem vrednosti sile se ležaje rahlo potrese z lažjim
kladivcem, da se sprosti čim več statičnega trenja. Iz grafa te meritve, prikazane na
sliki 3.8, je razvidno, da je ob teh pogojih histereza zanemarljiva.
Slika 3.8: Graf meritve na uklonskem preizkuševalǐsču pri obremenjevanju in
razbremenjevanju nosilca.
4. Rezultati
4.1. Meritev geometrijskih in materialnih lastnosti
vzorcev
Na univerzalnem trgalnem stroju smo opravili več meritev tritočkovnega upogibnega
testa s 13 vzorci. Za nadaljnje meritve na uklonskem preizkuševalǐsču smo izbrali 3
vzorce. Grafi njihovih meritev so prikazani na slikah 4.1 - 4.3.
Z linearno regresijo določimo premico, ki se najbolj prilega grafom. Naklon premice bo
določil efektivni elastični modul, iz paralelnega zamika premic istega vzorca z različnih
strani, t.j. konveksne in konkavne, pa izračunamo radij ukrivljenosti nosilca.
Slika 4.1: Graf tritočkovnega upogibnega testa na Vzorcu 1.
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Slika 4.2: Graf tritočkovnega upogibnega testa na Vzorcu 2.
Slika 4.3: Graf tritočkovnega upogibnega testa na Vzorcu 3.





(100 mm)3 · 62,65 N mm−1
4 · 40,45 mm · (1,25 mm)3
= 1,982 · 105 MPa
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Z enačbo 3.3 izračunamo radij ukrivljenosti na primeru Vzorca 1:
ρ0,1 =
















Preglednica 4.1: Izmerjeni podatki izbranih vzorcev
Vzorec 1 Vzorec 2 Vzorec 3
Debelina [mm] 1,25 1,04 1,06
Širina [mm] 40,45 26,52 25,00
Razdalja med podporama [mm] 100 100 100
Naklon [N/mm] 62,65 22,46 20,05
Razlika ∆ [mm] 0,04 0,12 0,84
Efektivni modul elastičnosti [105MPa] 1,982 1,828 1,732
Radij ukrivljenosti [m] 62,5 20,8 2,98
4.2. Meritve na uklonskem preizkuševalǐsču
S podatki iz preglednice 4.1 in upoštevanjem razdalje med vpetji na uklonskem pre-
izkuševalǐsču kot dolžina nosilca izračunamo teoretično kritično silo. Predpostavimo






π2 · 1,928 · 105 MPa · 40,45 mm · 1,25 mm3
12 · 195 mm2
= 338,7 N






8 · 62,5 mm
= 0,076 mm
Preglednica 4.2: Podatki izbranih vzorcev nanašajoč se na meritve na uklonskem pre-
izkuševalǐsču
Vzorec 1 Vzorec 2 Vzorec 3
Razdalja med vpetjema [mm] 195 218 270
Kritična Eulerjeva sila [mm] 338,7 97,1 56,6
Začetna ukrivljenost [mm] 0,076 0,285 3,062
Ekscentričnost vpetja[mm] 0,10 0,10 0,10
Za izbrane vzorce izvedemo meritev na uklonskem preizkuševalǐsču ter podatke prikažemo
grafično F (u) na slikah 4.4 - 4.6. Eksperimentalni podatki so na grafih primerjani s
teoretičnimi izračuni po teoriji 2. in 3. reda. Pri vsaki od teorij je posebej prika-
zan rezultat za primer z upoštevanjem imperfekcij ter primer idealnega nosilca, kjer se
imperfekcij ne upošteva.
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Slika 4.4: Meritev na uklonskem preizkuševalǐsču z Vzorcem 1.
Slika 4.5: Meritev na uklonskem preizkuševalǐsču z Vzorcem 2.
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Slika 4.6: Meritev na uklonskem preizkuševalǐsču z Vzorcem 3.
5. Diskusija
Idealen nosilec pri osnem obremenjevanju pod kritično silo ostane raven. Ko to silo
preseže, pride do sunkovitega porasta prečnega premika. Točka, v kateri se to zgodi,
se imenuje bifurkacija in je na grafih teoretičnih krivulj idealnega nosilca vidna kot
razvejitev poti v več možnih pri kritični Eulerjevi sili. Pri nosilcih z imperfekcijami
pa je ta prehod drugačen. Večje kot so imperfekcije, bolj bo nosilec upognjen že pri
najnižji sili. Tako je za imperfektne nosilce teoretični izračun za idealen nosilec zelo
slab približek. Kritično silo ponavadi zmanǰsamo za primeren varnostni faktor, ki je
mnogo večji v primeru stabilnostni problemov.
Teoretični izračun z upoštevanjem imperfekcij pri majhnih premikih se izkaže za dober
približek tako po teoriji 2. kot 3. reda (vsaj za območje izvedenih meritev). Za večino
strojnǐskih aplikacij, kjer je potrebno določiti dopustno silo, do katere prečni premik
ne bo presegel poljubne majhne vrednosti, je teorija 2. reda zadovoljiva. Izračun je
enostavneǰsi, saj ne potrebuje numerične rešitve diferencialne enačbe. Na grafih slik
4.4 in 4.5 je razvidno, da se meritve v področju majhnih premikov dobro ujemajo tudi
s teorijo 2. reda.
Pri večjih premikih teorija 2. reda napove asimptotično bližanje kritični sili, medtem
ko po teoriji 3. reda pričakujemo rast sile nad kritično silo. To je razvidno na sliki
4.6, kjer smo meritev na Vzorcu 3 izvedli tudi pri večjih premikih. Dokler so premiki
majhni, se obe teoriji dobro prilegata meritvam, vendar pa uspe samo teorija 3. reda
dobro opisati odziv tudi pri večjih premikih.
Izkazalo se je, da preizkuševalǐsče dobro simulira tudi majhne imperfekcije nosilcev ter
da se meritve dobro ujemajo s teoretičnimi napovedmi. Kot pomanjkljivost postopka
merjenja bi izpostavil le slabšo ločljivost merjenja prečnega premika (slika 3.4), ki pri
začetnih premikih ne zadošča hitri rasti sile.
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6. Zaključki
Izdelali smo napravo za preizkušanje vpliva imperfekcij pri uklonu nosilca, s katero
natančno simuliramo ekscentričnost obremenitve in začetno ukrivljenost nosilca. Z
meritvami smo preverili ujemanje dveh različnih pristopov računanja sile uklonjenega
nosilca z začetno ukrivljenostjo. Obe teoriji sta zagotovili dober približek dokler so bili
prečni premiki majhni. Vendar pa se je samo krivulja, izračunana numerično po teoriji
3. reda, dobro prilegala tudi pri nekoliko večjih premikih.
Za celoviteǰso primerjavo bi bilo potrebno izvesti meritve še pri večjih premikih. V
primeru testiranih vzorcev to žal ni bilo mogoče, saj bi prešli v območje plastičnih
deformacij, česar pa v teoretičnih izpeljavah nismo upoštevali.
Izkazalo se je, da naprava zelo natančno simulira želene imperfekcije. Slabost pa je bil
način merjenja prečnega premika (z merilno skalo natisnjeno na papir, z ločljivostjo
0,5 mm), kar zlasti pri majhnih začetnih premikih pomeni veliko merilno negotovost.
Trenutni sistem merjenja prečnega premika bi lahko zamenjali z natančneǰsim, re-
cimo LVDT ali linearni enkoder, kar je tudi prihodnji namen. Natančnost merjenja
vzdolžnega pomika je sicer dovolj natančno, ampak je zelo zamudno, saj je potrebna
velika preciznost sploh pri majhnih premikih, kjer je naraščanje sile skokovito. Iz tega
razloga bi bilo smiselno razmisliti o računalnǐskem vodenju naprave s koračnimi mo-
torji.
Poleg tega pa ima naprava tudi možnost nadgradnje s simulacijo toge podpore in
podpore, ki bolje predstavlja nekatera druga realna vpetja, npr. modelirano s torzijsko
vzmetjo, ki ustvarja moment odvisno od deformacije. Zadnja nadgradnja, ki se jo lahko
doseže z minimalnim posegom v napravo, je sistem za apliciranje prečne sile, kar razširi
področje raziskovanja še na preskok sistema.
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